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ABSTRAK. Aljabar maks-plus adalah himpunan R = R U {¢} dimana R
himpunan bilangan real, ¢ = —o0 yang dilengkapi dengan operasi
maksimum & dan plus &. Sistem maks-linear dua sisi atas aljabar maks-
plus dapat dinotasikan sebagai AQ x @ c=B Q@ x D d dengan A,B €
R™ ™ dan c¢,d € R™. Penelitian ini bertujuan mengkaji ulang tentang
sistem persamaan linear dengan variabel terpisah, sistem umum maks-
linear dua sisi, dan semiring tersimetri. Dalam penelitian ini dibahas
tentang penyelesaian dari sistem persamaan linear dengan variabel
terpisah menggunakan metode Alternatif, penyelesaian sistem umum
maks-linear dua sisi, dan semiring tersimetri.
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1. PENDAHULUAN

Aljabar maks-plus adalah himpunan R = RU {¢} dimana R himpunan
bilangan real, e = —oo yang dilengkapi dengan operasi maksimum “@” dan plus
“®”. Aljabar maks-plus merupakan semifield komutatif idempoten [1]. Aljabar
maks-plus telah digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara aljabar
masalah rute terdekat, penjadwalan, produksi, dan sistem antrian dengan kapasitas
berhingga. Terdapat beberapa konsep ilmu yang dipelajari dalam aljabar maks-
plus, salah satunya sistem maks-linear dua sisi. Menurut Butkovi¢ [2], untuk
mencari penyelesaian sistem maks-linear dua sisiyaituA @ x c=BRXxx P d
dengan A,B € R™ " dan c,d € R™, terlebih dahulu dicari penyelesaian sistem
maks-linear satu sisi dengan bentuk A @ x = b. Jika ¢ = d = ¢ yaitu matriks
yang semua elemennya & maka sistem maks-linear dua sisi menjadi sistem
homogen A @ x =B ® x, dan yang lainnya sistem nonhomogen. Sistem
AQ®x=B@®y dengan A € R™™ dan B € R™* adalah sistem homogen
khusus atau sistem persamaan linear dengan variabel terpisah. Penyelesaian
sistem persamaan linear dengan variabel terpisah menggunakan metode Alternatif.
Menurut Cuninghame-Green dan Butkovi¢ [3], sistem umum maks-linear dua sisi
dapat diubah menjadi sistem persamaan linear dengan variabel terpisah, sehingga
untuk menyelesaikannya dapat menggunakan metode Alternatif. Sistem homogen
A® x =B @ x mempunyai penyelesaian nontrivial apabila A dan B simetri.
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Menurut Gaubert dan Butkovi¢ [4], semiring tersimetri dapat digunakan untuk
mempelajari persamaan sistem maks-linear dua sisi.

Oleh karena itu, penelitian ini mengkaji ulang sistem maks-linear dua sisi
yang dijelaskan oleh Butkovi¢ [2]. Selanjutnya mencari penyelesaian untuk sistem
persamaan linear dengan variabel terpisah menggunakan metode Alternatif, sistem
umum maks-linear dua sisi, dan semiring tersimetri.

2. ALJABAR MAKS-PLUS

Berikut definisi aljabar maks-plus yang dijelaskan oleh Bachelli dkk. [1]

dan Butkovi¢ [2] serta definisi himpunan R, matriks konjugat, dan aljabar min-
plus yang dijelaskan oleh Tam [5].

Definisi 2.1 Aljabar maks-plus adalah himpunan R =RU {¢} dimana R
himpunan bilangan real, ¢ = —co dilengkapi dengan operasi maksimum “@”
dan plus “& .

Definisi 2.2 Himpunan R adalah himpunan yang terdiri dari R U {o0}.

Definisi 2.3 Misalkan A = (a;;) € R™™. Matriks konjugat dari A adalah
A" = (aj;), dengan A* = —A” sehingga (aj;) = —(a;).
Definisi 2.4 Aljabar min-plus adalah himpunan R,,;, = RU {400} dimana R

himpunan bilangan real, dilengkapi dengan operasi minimum “@’” dan plus
(4’® )).

3. SISTEM PERSAMAAN LINEAR DENGAN VARIABEL TERPISAH

Diberikan sistem persamaan linear dengan variabel terpisah
AQRx=BQRy
dengan A € R™*", B € R™*k x € R" dan y € R¥. Untuk mencari penyelesaian
sistem persamaan linear dengan variabel terpisah menggunakan metode Alternatif.
Berikut langkah-langkah metode Alternatif.

Algoritme 3.1 Metode Alternatif untuk menyelesaikan sistem persamaan linear
dangan variabel terpisah

1. Ambil r = 0 dan sembarang vektor awal x(0)

2. Menghitung nilai y(r) dimana y(r) = B* Q' (A ® x(r))

3. Menghitung nilai x(r + 1) dimanax(r + 1) = 4* Q' (B ® y(1))
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4. Diperiksa apakah x;(r + 1) < x;(0) untuk setiap i € N? Jika ya, maka
berhenti, berarti sistem tersebut tidak mempunyai penyelesaian. Jika tidak,
maka lanjut ke langkah berikutnya.

5. Diperiksa apakah AQ x(r+1) =B Q y(r)? Jika ya, maka berhenti,
berarti sistem tersebut mempunyai penyelesaian dan (x(r + 1),y(r)) adalah
penyelesaian dari sistem tersebut. Jika tidak, maka kembali ke langkah 2.

4. SISTEM UMUM MAKS-LINEAR DUA SISI

Diberikan sistem umum maks-linear dua sisi

ARxPc=BR~xDPd
dengan A, B € R™* " dan ¢,d € R™.

Lema 4.1 (Hukum penghapusan) Diberikan v,w,a,b € R, a > b. Untuk x € R
berlaku

vPaQ@Qx=wdbQx
jika dan hanya jika

vPha@®x=w.

Bukti.
Akan dibuktikan jika v aQ@x=w P bR x maka vP a ® x = w untuk
x €R. Diketahui v a@x=w O bR x dan w<w P b ® x sehingga
w < v @ a x. Selanjutnya diketahui a > b sehingga
vVOaR@x=whOHbRx=>vPbRx
SwhObRxDaQR®Rx=>2wDbR®x=>vDbRx
SwhaQRx>2wPhHbRxPaQRQRx=2wPhHbRx
SwhaRQRx>2wdBbRxPa®®x
csw2rha®x
Karenaw <v@a@xdanw=>vPaQ@®xmakavPaQ@® x =w
Selanjutnya akan dibuktikan jikanv@a@x=wmakavPa@x=wPH b R
x untuk x € R. Diketahui v@a®x=w dan w<w @ b @ x sehingga
v@a®x <w® b Q x. Selanjutnya diketahui a > b sehingga
wWhaQRQx>2wPhbRxeorvPaQ@Q@xPaR®x=vPaQ@®x=>2wPbRQx
Karenav @ a@x<wdbQR@xdanvPaQ®x=>wd b Q x maka

vPaQR@x=wdb x. ]

Diberikan sistem homogen dengan bentuk
ARx=BRx (4.2)




Sistem Maks-Linear Dua Sisi atas Aljabar Maks-Plus

dengan A4, B € R™ ", Sistem (4.1) ekuivalen dengan

AQx=y
BQRQx=y
atau dapat ditulis dengan
A (I
(B)®x— (1)®y. 4.2)

Sistem (4.2) merupakan sistem persamaan linear dengan variabel terpisah dengan

(‘;),(;)ERW". Oleh karena itu, untuk menyelesaikan sistem ini dapat

menggunakan metode Alternatif.

5. SEMIRING TERSIMETRI

Suatu semiring S = R x R dilengkapi dengan @ dan @ sehingga
(a,a’) ® (b,b") = (a® b,a’ ®b"),
(a,a)Q® (b,b)=(a®@bDa Qb ,a®b"Da ®b),

dengan T = (—oo, —o0) elemen netral dari S terhadap operasi @ dan t = (0, —)
elemen netral terhadap operasi @. Jika x = (a,a’) maka © x = (a’,a).
Diberikan x,y € S berlaku x © y = x @ (© y), |x] = a @ a’ € R, dan operator
keseimbangan x* = x © x = (|x|, |x|). Sifat-sifat dari semiring tersimetri yaitu
(@ ©©x)=x
b) ©Oxdy)=(©x)D©y)
€ Ox®Y)=0Ox)Qy.
Lema 5.1 Misalkan x,y € S berlaku
@ lx@yl=Ix|D lyl,
(b) [x®@yl=Ix|® |yl
©) 1©x|= x|
Bukti.
Ambil x = (a, b),y = (¢, d).
(@) Akan dibuktikan |x @ y| = x| @ |yl.

x®@yl=aDcDbDd

=a@bDcDd=|x| DIyl

Jadi terbukti [x @ y| = |x| D |yl
(b) Akan dibuktikan |x ® y| = x| & |yl.

xRy =aQRQcPDaQRAdPrRcPDbRd

=(@®b)R(cdd) = x| |yl
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Jadi terbukti [x @ y| = |x| ® |y|.
(c) Akan dibuktikan |© x| = |x|.
©x|=[(b,a)|l=bBa=a®b
= |(a,b)| = |x|
Jadi terbukti |© x| = |x|. ]

Misalkan x = (a,a’), y = (b,b"). Jikaa @ b' = a’ @ b maka x seimbang y
(xVy). Misalkan x = (a,b), x disebut sign-positive apabila a > b atau x = 7.
Sedangkan x disebut sign-negative apabila a < b atau x = 7. Jika x sign-positive
atau sign-negative maka x signed. Jika a = b maka x seimbang, dan yang lainnya
tidak seimbang. Oleh karena itu, T satu-satunya elemen S yang memiliki kedua
signed dan seimbang.

Proposisi 5.1 Diberikan x,y € S. Jika salah satu dari x atau y seimbang maka
x @ y seimbang, sedangkan jika x dan y seimbang maka x @ y seimbang.

Fungsi t — (t, —), dengan t elemen R dan (¢, —) elemen sign-positive S
merupakan homorfisma semiring bijektif. Elemen sign-positive dari (a, b) adalah
a € R. Untuk membuktikannya menggunakan pernyataan berikut ini untuk
xX,Y,u,VES:

xVy,uVv = x @ uVy @ v,
xVy =x QuVy Qu,
xVydan x = (a,a"),y = (b, b") adalah sign-positive= a = b.
Vektor disebut sign-positive apabila semua komponen sign-positive. Sedangkan
vektor disebut sign-negative apabila semua komponen sign-negative. Jika vektor
sign-positive atau sign-negative maka vektor signed.

Proposisi 5.2 Diberikan A, B € R™*", Setiap penyelesaian x € R™ pada (4.1)
mempunyai penyelesaian sign-positive pada sistem keseimbangan linear (4 ©
B) ® xVt, begitupun sebaliknya.

Bukti.

Ambil 4, B € R™ ", Misalkan setiap penyelesaian x € R™ padaA ® x = B ® x
mempunyai penyelesaian sign-positive. Akan dibuktikan sistem (A © B) Q xVt
mempunyai penyelesaian sign-positive.

AQRRx=BQ®x, xsign—positive

= AR xVB Q x, xsign— positive,

S AQRQx© B Q®xVr, xsign— positive,

< (A©B) @ xV1, xsign — positive.




Sistem Maks-Linear Dua Sisi atas Aljabar Maks-Plus

Begitupula apabila sistem A @ x = B @ x mempunyai penyelesaian sign-
negative. Jadi Dalil 5.2 terbukti. o

Selanjutnya akan dicari determinan matriks pada semiring tersimetri. Signed
(tersimetri) dari permutasi ¢ yaitu sgn(o) = 0 untuk ¢ genap dan sgn(o) =© 0
untuk o ganjil. Determinan dari A = (a;;) € S™*" adalah

det(4) = .5 (sgn(0) @ Saion)).

Teorema 5.3 Diberikan A € $™*™. Sistem keseimbangan A ® xV¢ mempunyai
penyelesaian nontrivial signed (yaitu # &) jika dan hanya jika A mempunyai
keseimbangan determinan.

Akibat 5.4 Diberikan 4,B € R™™ dan C = AO© B. Sistem AQx =B Q x
mempunyai penyelesaian nontrivial sehingga C mempunyai keseimbangan
determinan.

Aljabar maks permanen A = (a;;) € R™™ adalah
maper(A) = J?Pn i?Nai.U(i)'
Jika € = (c;j) € S™™ maka |C| = (|c;;|) € R™*", determinan C vyaitu
det(C) = (d*(€),d=(C)) = (d*,d7), dan |det(C)| = d* D d".
Proposisi 5.5 Untuk setiap C = (c;;) € S™*™ berlaku |det(C)| = maper(C).

Bukti :
Berdasarkan Lema 5.1 di peroleh

|det(C)] = |0669Pn (5«9”(0) ® ig)zvci,a(i))l
= aEeBPn |(sgn(a) ® i?NCi,U(i))l

® ® _ & ®
= cep, |(iezvci,a(i))| = GEP, iEN |Ci.0(i)|
= maper|C| = maper(C).
Jadi terbukti |det(C)| = maper(C) o

6. PENERAPAN KASUS

Pada bagian ini diberikan penerapan kasus menggunakan metode Alternatif
pada sistem persamaan linear dengan variabel terpisah.

Penerapan 6.1 Diberikan

3 —oo 0 1 1
A=1 1 1 0], B=1|3 2].
—00 1 2 3 1
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Akan dicari penyelesaian dari sistem persamaan linear dengan variabel terpisah
menggunakan Metode Alternatif.
Berdasarkan matriks A dan B diperoleh

I e 3

0 0 -2 -1 -2 -1
5
Ambil r = 0, kemudian ambil sembarang x(0) = (3) Dengan menggunakan
1
Algoritme 3.1 diperoleh.
8 1 4
A®x(0) = (e) Y0 =B'® (A0x0)=(;) B®y0)= (5)
4 4

! 4
x()=4"Q® (BRy(0)) = (3) A®x(1) = (4).

2 4
Karena A @ x(1) # B ® y(0) maka kembali ke langkah 2.

3
r=1 y1)=B"Q (AQx(1)) = (;) BQy(l) = <4>
4

0 3
x(2)=4"Q® (BRy(1)) = (3) AR x(2) = <4>
2 4
Karena A @ x(2) = B ® y(1), maka berhenti. Sehingga sistem persamaan linear

tersebut mempunyai penyelesaian yaitu (x(2), y(1)).

Pada bagian ini diberikan penerapan kasus keseimbangan determinan dan
penyelesaian nontrivial dari sistem homogen menggunakan metode Alternatif.

Penerapan 6.2 Diberikan

3 8 2 5 5 5
A=(7 1 4), B=(3 4 5>, C=A0OB.
0 5 3 5 3 2
Apakah C mempunyai keseimbangan determinan? Jika ya, carilah penyelesaian
nontrivial dari sistemA4A ® x = B Q x.
Diperoleh
3 8 2 5 5 5 ©5 8 065
C=A@B=<7 1 4)@(3 4 5 =< 7 ©4 ©O5)
0 5 3 5 3 2 ©5 5 3
d* = maks(12,18,14) = 18,
d~ = maks(17,15,18) = 18,
maper|C| =d* @ d~ = maks(18,18) =18 =d* =d".
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Karena d* =d~, C = A© B mempunyai keseimbangan determinan. Untuk
mencari penyelesaian sistem A @ x = B ® x digunakan metode Alternatif

2
diperoleh penyelesaian nontrivialnya yaitu x = (1)

(1)

(@)

(3)

[1]
(2]
(3]

[4]

(5]

4

7. KESIMPULAN

Sistem persamaan linear dengan variabel terpisah yaitu AQx =B Qy
dengan A € R™", BeR™%* xeR" dan y € R¥. Untuk mencari
penyelesaian sistem persamaan linear dengan variabel terpisah menggunakan
Metode Alternatif pada Algoritme 3.1.

Sistem umum maks-linear dua sisi yaitu A Q@ x @ c =B ® x @ d dengan
A,B € R™" dan ¢,d € R™. Sistem homogen A ® x = B ® x dapat diubah

menjadi (g)@)x:(f)@y (sistem persamaan linear dengan variabel

terpisah) sehingga untuk menyelesaikan sistem ini dapat menggunakan
metode Alternatif.
Suatu semiring S = R x R dilengkapi dengan @ dan ® sehingga
(a,a’) ® (b,b") =(a®b,a’ ®Db"),

(a,d) ®(b,b)=(aQ@bDa @b,a@b" Da ®b),
dengan & = (—o0, —0) elemen netral dari S terhadap operasi @ dan (0, —)
elemen netral terhadap operasi ®. Jika x = (a,a’) maka © x = (a’,a).
Diberikan x,y €S berlaku x©y=x@® (O y), |x| =a® a’ € R, dan
operator keseimbangan x* = x © x = (x|, |x]).
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